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Erweiterung um Datentypen

Typen: 7:= --- | Bool | [7]
Terme: t:= --- | False | True | []; | t:t | case t of {---}

It False : Bool , 'k True:Bool , TH[];:[7]

Fr-¢:r7 Mew: 7]
FE(t:u):[7]

IEt: Bool Mw o7 MEw:T
I+ (case t of {False — u1; True — wa}) : 7

M=t 7] M-wup 7 Coxy 7 x: [Pl uw T
M- (case tof {[] > u1; x1:x2 = w}): T

Damit kénnen wir jetzt zum Beispiel die bekannte Funktion
filter :: (& — Bool) — [a] — [«a] schreiben, oder?



Rekursion in getyptem Lambda-Kalkiil

Terme: t:= --- |rect

(Ft:T—>T
M- (rect): 7

Aus:  filter :: (o — Bool) — [a] — [¢]
filter p[] =]
filter p (a:as)=if pathena:filter p as
else filter p as

wird:  rec (Af : (a — Bool) — [a] — [a].
Ap : (o — Bool). Al : [a].
case [of {[] —[]a;
a:as — case p a of
{False — f p as;
True — a: (f p as)}})

ldee: f(x7)=...f ... — f=rec(A\f:7. ... f ...



Weitere Erweiterungen unseres Lambda-Kalkiils

SchlieBlich noch hinzu (weil semantisch interessant):

Terme: t:= --- |seqtt

N=t:n Nu:m
- (seqtu):m

und (weil fiir explizite Polymorphie interessant):

Typen: 7:= -+ | Va.T
Terme: t:= -+ | At |t T
a,lHt:T

I+ (Aa.t) : Va.r

Et:Voar
M= (t7):7[r"/a]




Explizite Polymorphie: Beispiel

filter:

rec (\f : Vo.(oo — Bool) — [o] — [a].
Ao Ap : (a0 — Bool). A/ : [a].
case [ of {[] —[]a;
a:as — case p aof
{False — f ' p as;
True — a: (f « p as)}})



GHC-Core

filter:
hrec
{f :: %forall alpha . (alpha -> Bool) ->
[] alpha ->
[1 alpha =
\ @ alpha

(p :: alpha -> Bool)
(1 :: [1 alpha) ->
%case ([] alpha) 1
%of (_ :: [1 alpha)
{01 -> [J @ alpha;
(:) (a :: alpha) (as :: [] alpha) ->
%case ([] alpha) (p a)
%of (_ :: Bool)
{False -> f @ alpha p as;
True -> (:) @ alpha a (f @ alpha p as)}}};
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Operationelle Semantik



Zur Erinnerung: eine DP-Klausuraufgabe

Gegeben seien die folgenden Funktionsdefinitionen:
£ [Int] — [Int]

] =1

f(x:xs) = (gx):(f xs)

g Int — Int
g3=gd
gn=n+1

sowie die vordefinierten Funktionen head und tail.

Notieren Sie die einzelnen Haskell-Auswertungsschritte fiir
folgenden Ausdruck (bis zum Endergebnis, und unter genauer
Beachtung von Haskells Auswertungsstrategie!):

head (tail (f [3,3+1])) =




Eine ausgewadhlte Teilmenge des Kalkiils:

Typen: 7:=a |7 — 7| Ya.7 | [7]
Terme: t:=x | Ax:7t|tt|Aat]|t7]|][]r]
t:t|casetof {---}|rect|seqtt

Mx:7hkx:7 [ N P b

Mx:mkEt:m lFt:m—nm lu:m
N (Ax:m.t) i1 — m MNeE(tu):m

o,l=t:7 [Ft:Var rEt:r—=7

I+ (Aa.t) : Vot M= (t7):7[r/q] - (rect): 7

r=t:r Mew: 7] M=t:m Mu:m
FE(t:u):[7] [ (seqtu):m

M=t 7] MlM-uwp:r Coxy 7 ox: [FlFuw:T
- (case tof {[] > u1; x1:x — w}): T




Small-Step Semantics — Werte/Reduktionsschritte

Werte: v :=Ax:7.t | Aot | []. | t:t (spezielle Terme)

Reduktionen:

(Ax : 7.t) u~ tlu/x] (Aa.t) T~ t[T/a]
case [|; of {- -}~ g case tj : to of {---} ~» wo[tj/xi]
rec t ~ t (rec t) seq v U~ U

einfaches Beispiel:

(Aa.rec (Ax : a.x)) T
~> rec (Ax 1 7.x)
~ (Ax : 7.x) (rec (Ax : T.x))
~ rec (Ax 1 T.x)
~ (Ax 1 7.x) (rec (Ax @ T.x))
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Small-Step Semantics — Reduktion in Kontext

Kontexte: E:=(—t)|(— 7) | (case — of {---}) | (seq — t)
S:=1Id|SoE

Transitionen: (S,t) — (S,t) wenn t ~ t/
(S,E{t}) — (SoE,t) wenn t kein Wert
(SoE,v) — (S, E{v})

Auswertung: t | v iff (Id,t) —* (Id, v)

einfaches Beispiel:

(Id, (seq ((Ax : [7].x) []-) (Ay : [7].¥)) []+)

(Id o (= [lr),sea ((Ax : [7].x) [I-) (Ay : [7].y))
(Ido (= [l-)o(seq — (\y :[1].y)), (Ax: [7]-x) []7)
(Ido (= [l-)o(seq — (\y :[r].¥)),[]-)

(Ido (= [lr).sea [l (Ay : [7].¥))

(Ido (= []-), Ay : [1].y)

(id,(Ay = [7].y) []7)

(1d,[17)

1T 1 71111



Small-Step Semantics — komplexeres Beispiel

(Id,(rec t) g []+)
— (Id o (= []7), (rec t) g)
— (Ido(—[]7)o(— g).rec t)
— (ldo (= []) o (— g),t (rec t))
— (Ido(—[]r)o(— g),Ap: (7 — Bool).Al: [7].

case [ of {[] —[]-;
a:as—casepaof {--}})

wobei t = Af : (7 — Bool) — [7] — [7].
Ap : (7 — Bool). Al [7].
case lof {[] —[]-;
a:as — case p a of
{False — f p as;
True — a: (f p as)}}
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Small-Step Semantics — komplexeres Beispiel

— (Ido(=[]r)o(— g),Ap: (7 — Bool).Al: [7].
case [ of {[] —[]-;
a:as—casepaof {---}})
— (Id o (= []7),(Ap : (T — Bool).Al': [7].
case [ of {[] —[]-;
a:as—casepaof {---}})g)
— (Ido(—[];), Al :[r].case [ of {[] —[]r;
a:as—case g aof {---}})

wobei t = Af : (1 — Bool) — [7] — [7].
Ap : (7 — Bool). Al : [7].
case lof {[] —[]-;
a:as — case p a of
{False — f p as;
True — a: (f p as)}}
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Small-Step Semantics — komplexeres Beispiel

— (Ido (= [17),M : [r].case [ of {[] —[];
a:as—casegaof {---}})
— (Id,(\l : [r].case | of {[] —[]r;
a:as—casegaof {---}})[])
— (Id,case []- of {[] —[]-;
a:as—casegaof {---}})
— (Id,[]-)

wobei t = Af : (1 — Bool) — [7] — [7].
Ap : (7 — Bool). Al : [1].
case lof {[] —[]-;
a:as — case p a of
{False — f p as;
True — a: (f p as)}}
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Small-Step Semantics — Zusammenfassung
Werte: v:i=Ax:7.t | Aot |[], | t:t

Reduktionen:

(Ax : 7.t) u~ tlu/x] (Aa.t) T~ t[T/q]
case [|rof {- -}~ 1y case tj : tp of {---} ~ w[ti/xi]
rec t ~ t (rec t) seq v U~ U

Kontexte: E:=(—1t)|(— 7)| (case — of {---}) | (seq — t)
S:=Id|SoE

Transitionen: (S,t) — (S,t) wenn t ~ t/
(S5,E{t}) — (SoE,t) wenn t kein Wert
(SoE,v) — (S, E{v})

Auswertung: t | v iff (Id,t) —* (Id, v)

Divergenz: tfy iff =3v.t | v
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Big-Step Semantics (direkte Definition von |})
Werte: v :=Ax: 7.t | At |[]- | t:t (wie zuvor)
Auswertung:
viv

t (Ax:7.t) tlu/x]bv  t{ (Aa.t)) t'[r/a] | v
(tu)dv (t7r)dv
t‘U[]T up v

(case tof {[] > u1;x1:x — w})v

t U (tl : t2) U2[t,’/X,'] U¢ v

(case tof {[] > u1;x1:x — w})v

(t (rect)) v tv ulv
(rect) | v (seq t u) v
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Big-Step Semantics — einfaches Beispiel

(Axc[r]x) b (A [rlx) - x(-/x] 4

(A [7]x) [17) 4 []- Ay [rly) 4 Qy s [7]y)
(seq ((Ax: [7].x) [1-) Ay < [7].y)) 4 Ayt [7].y) yll1-/y] 4 [1-
((seq ((Ax = [7].x) [I-) Qv : [7]y) (1) U 1~

Vergleiche mit:

(/d, (se
Id o

(Id o (
(Id o (
(Id o (
— (Id o (
— (Id o (
— (Id, (A
— (ld,[]+

q (A : [7].x) [17) (= [7]y) [17)
— [1-),sea (Ax : [7].x) [1) (A\y : [7].y))

— [I7)o(seqa — (Ay :[7].y)), (Ax: [7]x) []7)
— (7)o (seq — (Ay :[7].¥)),[]+)

[1-),sea [I- (\y : [7].y))

[% ]) Ay 1 [7]y)

y) )

Id o

A
Id, [

v‘<\||||
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Allgemeine Verbindung Small-Step/Big-Step

Beide Arten der Definition von |} sind dquivalent.

Ein struktureller Zusammenhang, fiir alle Sprachkonstrukte auBer

fiir rec:
t{ v v

F e (EW =)

Vorteile/Nachteile von Small-Step/Big-Step?
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Observational Equivalence

Frage: Wann sollten zwei Terme denn nun allgemein als
semantisch dquivalent angesehen werden?

Vorschlag? t =t/ gdw. fiir jeden Wert v, t f v & t/ || v

Problem: Verschiedene Terme gleichem , extensionalen®
Verhalten wiirden nicht immer als dquivalent
angesehen, z.B. heapsort # mergesort.

Losung:  » Erlaube (nur) bestimmte Beobachtungen, zum
Beispiel Auswertung/Termination auf
ausgewahlten Typen.

» Aber verlange, dass dquivalente Terme in jedem
moglichen Kontext zu gleichen Beobachtungen
fiihren.

> Also, wahle als = die groBte Kongruenzrelation,
die beziiglich der erlaubten Beobachtungen
,adaquat" ist (noch zu definieren).
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Kongruenz: Kompatibilitdt und Substitutivitat

X=X [l- =1~
t=+t t=t u=1u
(Ax :7y.t) = (A 1p.t) (tu)=(t' )
t=1t t=1t t=1t
(Aa.t) = (Aa.t') (t7)=(t'7) (rec t) = (rec t')
t=t u=u t=t u=1u
(t:u)=(t': ) (seq t u) = (seq t' u)
t=t u = U up = ub
(case t of {---}) = (case t' of {---})
t=t u=1u t=t

tlu/x] = t'[v/x] tlr/a] = t'[r/a]
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Adiquatheit

Sei 7 ein Typ und seien t,t’ Terme mit -t :7und Ht' : 7.
Es gibt verschiedene mogliche Ersatzalternativen fiir
.t =t gdw. (oder: impliziert) fiir jeden Wert v, t |} v & ¢/ || v*:
» t =t/ impliziert t{| & t'|}
» t =t impliziert t{ < t'l}, gefordert lediglich fiir 7 = [7']
» t =t impliziert t | [] < t' | [], gefordert lediglich fir 7 = [7']

Sie induzieren alle die gleiche groBte Kongruenzrelation!
»Observational Equivalence”

Uberlegungen:

» Was ware wenn man die kleinste addquate Kongruenzrelation
betrachten wiirde?

» Was wéare wenn man einfach die groBte Kongruenzrelation,
ohne Adidquatheitsforderung, betrachten wiirde?
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Einige Resultate zu Observational Equivalence

» Wenn t = t/, dann t|| < t/].

v

Wenn tf), t'1, und t, t' haben selben Typ, dann t = t'.

v

Wenn t || v, dann t = v.

» Wenn t ~ t/, dann t = t'.

v

Fiir Terme t, t’ des selben Funktionstyps:

t=t gdw. (Vu.(t u)=(t' v))A(t] & t'])

v

Fiir Terme t, t' des selben polymorphen Typs:

t=t gdw. (vr.(t7)= (¢ 7)) A(t) & t'])
Leider ist = jedoch fiir viele Beweise zu konkreten Programmen
schwer handhabbar, insbesondere da nicht ,,direkt” und

kompositionell definiert.
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